BAREM DE EVALUARE SI NOTARE

CLASA a Vlll-a

1. Fie expresia E=,[(a+b)(a+c)+J(b+c)(b+d)+/(c+d)(c+a)+/(d+a)(d+b),
a,b,c,d >0. Sa se demonstreze ca:

a) E<2(a+b+c+d).

b) EzZ(@Jm/EJM/CHJm/@).

Solutie si barem:

unde

OFICIU 1p
a) Folosind inegalitatea mediilor, avem ,/(a+b)(a+c)< arb er arc_,. b er ¢ i
analoagele: /(b+c)(b+d) sb+¥, Jle+d)(c+a)<c+ d Za si  respectiv | 2P
J(d+a)(d+b)<d+ a%b . Prin insumarea celor patru inegalitati se obtine concluzia.
2 .
b) Avem (a+b)(a+c)=a’+a(b+c)+bc>a? +2&x/%+bC=(a+\/E) . (am folosit
. . . ) 2
inegalitatea mediilor:  b+c>2vbc) si analoagele: (b+c)(b+d)> (b + \/a) | 4p
2 2
(c+d)(c+a)> (c + da) si respectiv (d+a)(d +b)> (d + \/E) . Prin Tnsumarea celor
patru inegalitati rezultd E>a+b+c+d ++/ab ++/bc ++/cd ++/da.
Pentru a demostra inegalitatea din enunt este suficient sia aritam ca
a+b+c+d>+/ab++/oc ++/cd ++/da < 2a+2b+2c +2d — 2y/ab — 2/bc —2/cd —Jda >0 = 3
2 2 2 2 Y
(Va=B)’ +(yB &) +(v&—va) +(va-Va) 20
Ultima inegaltate este evident adevarata.
: a® +ab+b? . . »
2. Se considera numarul N =————— , unde a si b sunt numere rationale pozitive.
a’ —ab+b?
Aratati ca N eN daca si numai daca a=b.
Solutie si barem:
OFICIU 1p
Dacd a=b , atunci N=3eN . 1p
2 2
Presupunem cd N eN. Avem N = a2+ab+b2 =l+— 2ab > <1+ 2ab =3. 3
a“—ab+b a“—ab+b ab p
Deducem cd N €{1,2,3} .
Dacd N =1, obtinem ab=0 , contradictie. 2p




. ) ) . 3b)?  5b?
Pentru N=2, obtinem a“-3ab+b“=0, echivalent cu a—? —Tzo.
. 3+./5 . . | 2P
Descompunand diferenta de patrate avem a:b-‘T . Prin urmare a si b nu pot fi
simultan rationale.
Pentru N =3 , obtinem relatia echivalenta (a—b)2 =0 ,deci a=b. 1p

3. In triunghiul ascutitunghic ABC se considerd indltimile [BD] si [CE], unde De[AC] si
E €[AB]. Daca EC =2EB si BD=3DC, atunci determinati masura unghiului <BAC .

Solutie si barem:

E
AN :
B

OFICIU 1p

Fie BDNCE ={P} . Notam EB=a, DC=b. Avem EC=2a si BD=3Dp.
In triunghiul BEC (m(«E)=90"), din Teorema lui Pitagora, obtinem BC =a+/5. Analog

in triunghiul dreptunghic BDC rezulti BC =b+/10. Din aceste relatii deducem ci a=b/2 | 2p

si deci EB=b+/2 si EC=2b\2.
Patrulaterul BEDC este inscriptibil si conform Teoremei Iui Ptolemeu rezulta
BD-EC =BE - DC + DE - BC = 3b-2by/2 =b\/10-ED +b-by2 = ED =b\/5 .

Fie O mijlocul segmentului [BC]. In triunghiul dreptunghic BEC , [EO] este mediana,

deci EO :% :@. Similar, in triunghiul dreptunghic BDC , [DO] este mediana, deci
BC by10
DO = NP
2 2 3p

b0} (byio)’ 2
in trunghiul EOD avem E02+D02:ED2<:>£ 5 ] J{ 5 J Z(bx/g) , adevarat, deci,

conform reciprocei Teoremei lui Pitagora, rezultda m(<EOD)=90".




Triunghiul BOD este isoscel (DO =BO), deci m(«<DOC)=2-m(<«DBC)=2-m(«<PBC).
Si triunghiul EOC este isoscel (EO=CO), deci m(«<EOB)=2-m(<«ECB)=2-m(<«PCB).
Cum m(«<EOD)=90" = m(<«EOB)+m(«DOC)=90" si deci m(<«PCB)+m(xPBC)=45".

2p

< EPB este exterior triunghiului BPC si rezultd m(<«EPB)=m(<«PCB)+m(<«PBC)=45".
Deoarece m(<« AED)+m(<«ADP)=180" obtinem ca patrulaterul AEPD este inscriptibil.

Asadar m(<«EAD)=m(<EPB)=45", de unde concluzionam ca m(<«BAC)=45".

2p




